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1 U¨bersicht
Fahrradfahren ist fu¨r viele Menschen ein wichtiger Mobilita¨tsfaktor. Sie ko¨nnen sich mit eigener Kraft
in einem Umkreis von mehreren Kilometern bewegen. Im Alter wird das Fahrradfahren jedoch durch
nachlassende Kraft und eingeschra¨nkte Motorik zum Gleichgewichthalten eingeschra¨nkt. Erschwerend
kommt hinzu, dass diese Personen aus Vorsicht in der Regel kleinere Fahrgeschwindigkeiten bevorzugen.
Bei niedrigen Geschwindigkeiten nimmt aber die Gleichgewichtsstabilita¨t des Fahrrads ab und der Fahrer
muss intensiver mit dem Lenker das Gleichgewicht kontrollieren.
Moderne E-Bikes ko¨nnen die nachlassende ko¨rperliche Kraft kompensieren. Es bleibt aber das Problem
des Gleichgewichthaltens beim Radfahren.
Im folgenden Beitrag wird die Gleichgewichtsregelung von Fahra¨dern betrachtet. Dabei werden ver-
schiedene Mo¨glichkeiten der Gleichgewichtsregelung behandelt. Die Beurteilung der Verfahren erfolgt
anhand der Stabilita¨t und der Eigenschwingungen des geregelten Systems.
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Besonderes Augenmerk wird dabei auf die Stabilisierung des Bereichs geringer Fahrgeschwindigkei-
ten gelegt, da mit der nachlassenden Motorik oft auch eher geringere Fahrgeschwindigkeiten gewa¨hlt
werden.
2 Abstract
Cycling is for many people is an important factor of mobility. You can move under your own power within
a radius of several kilometers. At age to ride a bike is limited by declining strength and limited motor
skills for maintaining balance. To make matters worse, these people generally prefer smaller speeds of
caution.
At low speeds the stability of bikes decreases. Therefore the drive has to make the balance control by
moving the handlebars.
Bei niedrigen Geschwindigkeiten nimmt aber die Gleichgewichtsstabilita¨t des Fahrrads ab und der Fahrer
muss intensiver mit dem Lenker das Gleichgewicht kontrollieren.
Modern e-bikes can compensate the declining physical strength. But the problem balance while cycling
is keeping .
In the following paper, the balance control of cycles is considered. Various possibilities for the balance
control are considered. The assessment of the method is based on the stability and the natural oscillations
of the controlled system.
Particular attention is paid to the stabilization of the area low speeds because of the diminishing motor
skills often rather slower speeds are selected.
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3 Einleitung
Durch ko¨rperliche Eingeschra¨nkungen sind viele Personen in Ihrer Mobilita¨t eingeschra¨nkt. Vielfach
fehlt ihnen die Kraft, sich selbsta¨ndig auf den eigenen Beinen zu Fuß zu bewegen. Unter Umsta¨nden
fehlt auch einfach die Ausdauer, um angemessene Strecken mit eigener Kraft zu bewa¨ltigen.
Fahrra¨der bieten hier die Mo¨glichkeit, den Ko¨rper von der Tragfunktion zu entlasten. Oft ist jedoch
die Kraft in den Beinen und die Ausdauer soweit eingeschra¨nkt, dass Fahrradfahren ohne Hilfe nur u¨ber
kurze Distanzen mo¨glich ist. Zur Kompensation kommen E-Bikes in Frage. Es handelt sich um Fahrra¨der
mit Fahrantrieben in Form von Akku gespeisten Elektromotoren.
Kommen Einschra¨nkungen der Motorik z.B. durch verla¨ngerte Reaktionszeiten, eingeschra¨nkte Mus-
kelsteuerung, Tremor (Zittern) oder Gleichgewichtssto¨rungen hinzu, ist heute nur mit Dreira¨dern eine
selbsta¨ndige Mobilita¨t mo¨glich.
Im Folgenden wird die Mo¨glichkeit behandelt, auch Fahrra¨der mit zwei Ra¨dern fu¨r diesen Personenkreis
nutzbar zu machen. Die ko¨rperliche Unterstu¨tzung erfolgt durch einen Akku gespeisten Elektroantrieb.
Die Unterstu¨tzung fu¨r das Gleichgewicht erfolgt durch eine Gleichgewichtsregelung. Die Gleichge-
wichtsregelung erfolgt zum Einen durch die Lenkung. Zum Zweiten werden die Antriebsdrehmomente
des Vorderrads und des Hinterrads zur Gleichgewichtsregelung benutzt. Als dritte Eingriffsmo¨glichkeit
wird die Wirkung einer Massentra¨gheit zur Gleichgewichtsregelung untersucht.
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In den folgenden Abschnitten wird an einem konkreten Beispiel gezeigt, durch welche Mo¨glichkei-
ten eine Gleichgewichtsregelung realisiert werden kann. Dabei geht es in diesem Beitrag darum, die
prinzipiellen Mo¨glichkeiten aufzuzeigen. Eine konkrete Realisierung der Regelung wird hier noch nicht
dargestellt. Es wird die Stabilta¨t der Regelung anhand der Eigenwerte des Gleichungssystems zur Be-
schreibung der Eigenbewegungen betrachtet.
Mit der Gleichgewichtsregelung soll das geregelte Elektrofahrrad eine Verbesserung der Lebenssituation
von Personen mit eingeschra¨nkter Mobilita¨t ermo¨glichen. Dabei ist es Ziel der Gleichgewichtsregelung,
den Geschwindigkeitsbereich mit stabilem Gleichgewichtsverhalten zu kleinen Geschwindigkeiten hin
auszuweiten.
In der aktuellen Literatur wird die Gleichgewichtsregelung unter verschiedenen Aspekten behandelt.
Eine allgemeine Darstellung der Gleichgewichtsproblematik beim Fahrradfahren erfolgt in [7]. Es wird
speziell das Kurvenfahren und die Einleitung der Kurvenfahrt behandelt. Die Darstellung erfolgt fu¨r das
stationa¨re Verhalten ohne Differenzialgleichungen zur Beschreibung der Bewegung.
Nachdem in fru¨heren Vero¨ffentlichungen die Kreiselkra¨fte auf das Vorderrad fu¨r eine stabile Fahrt des
Fahrrads verantwortlich gemacht wurden, ist in [8] experimentell nachgewiesen, dass das Gleichgewicht
beim Fahren im wesentlichen durch den Nachlauf des Vorderrads entsteht. Die Kreiselkra¨fte unterstu¨tzen
zwar das Gleichgewichtsverhalten, sind aber gegenu¨ber den Kra¨ften durch den Nachlauf vernachla¨ssig-
bar.
Die Differenzialgleichungen fu¨r die Bewegung eines Fahrrads mit Beru¨cksichtigung der Kreiselkra¨fte
und der Kra¨fte durch den Nachlauf werden in [2] dargestellt. Die Gleichungen sind dabei fu¨r kleine
Lenkwinkel linearisiert. Als Sto¨rgro¨ße wird das Lenkmoment des Fahrers beru¨cksichtigt. Die Gleichge-
wichtsregelung erfolgt u¨ber das Lenkdrehmoment. Fu¨r einen Lenkvorgang wird die Trajektorie behan-
delt.
In [3] erfolgt die Gleichgewichtsregelung u¨ber den Antrieb des Hinterrads und den Lenker. Die Differen-
zialgleichungen fu¨r die Bewegung des Fahrrads werden mit Vereinfachungen angegeben. So wird z.B.
der Nachlauf des gelenkten Rads nicht beru¨cksichtigt. Die Gesamtmasse von Fahrrad und Fahrer wird
als Punktmasse betrachtet.
Die Trajektrorie fu¨r den Lenkvorgang mit einer Gleichgewichtsregelung wird in [4] und [6] behandelt.
Das dynamische Modell von Motorra¨dern wird in [5] betrachtet. Dabei wird besonderes Augenmerk auf
ein Modell fu¨r den Kontakt zwischen Reifen und Straße gelegt. Es werden sowohl die Elastizita¨t des
Reifens als auch Schlupf gegenu¨ber der Straße betrachtet.
Eine Gegenu¨berstellung verschiedener Gleichungssystem zur Beschreibung des Gleichgewichtsverhal-
tens von Zweira¨dern findet sich in [9]. Die Massen von Fahrer und Fahrrad werden durchweg als starr
gekoppelte Punktmassen betrachtet. Vielfach sind die Gleichungen um einen Arbeitspunkt linearisiert.
Im vorliegenden Beitrag wird aufbauend auf den Gleichungen in [2] eine Stabilita¨tsbetrachtung des Fahr-
rads gemacht. Da das Ziel die Verbesserung der Mobilita¨t eingeschra¨nkter Personen ist, wird besonders
der Bereich kleiner Geschwindigkeiten betrachtet.
Fu¨r diesen Personenkreis ist eine Unterstu¨tzung durch einen Fahrantrieb auf jeden Fall erforderlich, so
dass speziell die Gleichgewichtsregelung durch den Fahrantrieb betrachtet wird. Dazu werden die Glei-
chungen aus [2] um die Antriebsmomente erweitert. Die Stabilita¨tsbetrachtung erfolgt im Zustandsraum
anhand der Eigenwerte des geregelten Systems.
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Abbildung 1: Beispiel fu¨r E-Bike mit tiefem Einstieg. Hinterradantrieb (Quelle: Fa. Hutt / Epple)
4 Aufbau und geometrische Gro¨ßen
Das Bild 1 zeigt ein Beispiel fu¨r ein aktuelles E-Bike mit extra tiefem Einstieg. Das Fahrrad hat einen
Hinterradantrieb. Der Elektromotor treibt u¨ber die Kette das Hinterrad an.
Alternativ gibt es auch E-Bikes mit direktem Antrieb des Hinterrads u¨ber einen langsam laufenden Elek-
tromotor oder u¨ber einen Getriebmotor, der in die Hinterradnabe integriert ist.
Der Akku befindet sich meistens wie in Bild 1 hinter dem Sattelrohr. Alternativ kann der Akku im
Bereich des Gepa¨cktra¨gers montiert sein.
Alternativ kann der Elektroantrieb auch am Vorderrad erfolgen. In diesem Fall wird ein Elektromotor
ggf. mit Getriebe in die Nabe des Vorderrads eingebaut.
Zur Gleichgwichtsregelung dient im Normalfall die Lenkbewegung. Fu¨r eine automatische Gleichge-
wichtsregelung ist dazu am Lenker ein Antrieb erforderlich, der das Lenkdrehmoment ML aufbringt.
Zur Gleichgewichtsregelung ko¨nnen sowohl der Hinterradantrieb als auch der Vorderradantrieb einge-
setzt werden. Dazu mu¨ssen die Drehmomente MH fu¨r das Hinterrad und MV fu¨r das Vorderrad aufge-
bracht werden.
In diesem Beitrag wird außerdem die Gleichgewichtsregelung u¨ber eine zusa¨tzliche Massentra¨gheit un-
tersucht. Dazu eine Massentra¨gheit JT mit einem Motor mit dem Drehmoment MT angetrieben, deren
Drehachse in Fahrtrichtung des Fahrrads liegt.
Damit stehen insgesamt 4 Drehmomente zur Gleichgewichtsregelung zur Verfu¨gung.
Das Gleichgewichtsverhalten wird durch den geometrischen Aufbau des Fahrrades vorgegeben. Bild 2
gibt die relevanten Gro¨ßen wieder.
Die Gesamtmasse m aus Fahrrad und Fahrer hat den Schwerpunkt mit der Ho¨he h u¨ber der Fahrbahn und
dem Absstand b vor dem Hinterrad. Der Radstand L ist durch den Abstand der Kontaktpunkte der Reifen
zur Fahrbahn gegeben. Das Vorderrad wird mit dem Lenkwinkel σ gelenkt. Dabei hat das Vorderrad den
Nachlauf l.
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Abbildung 2: Geometrische Gro¨ßen und Drehmomente am Fahrrad
Die Ra¨der sind durch den Radius r und die Massentra¨gheit Jr gekennzeichnet. Zur Vereinfachung werden
r und Jr fu¨r Vorder- und Hinterrad gleich angenommen.
Bei der Beschreibung des dynamischen Verhalten sind noch die Massentra¨gheiten um die Drehachsen
relevant. Dies ist zum Einen die Massentra¨gheit JL von Lenker und Vorderrad um die Lenkachse.
Zum zweiten ist die Massentra¨gheit JϕL des Lenkers und des Vorderrads um die Kontaktlinie der Reifen
auf der Fahrbahn von Bedeutung. Die Massentra¨gheit Jϕ beschreibt die Tra¨gheit des restlichen Teils des
Fahrrads und des Fahrers um die Kontaktlinie der Reifen auf der Fahrbahn.
Tabelle 1 gibt die Zahlenwerte fu¨r das hier betrachtete Beispielfahrrad wieder.
5 Bewegungsgleichungen des Fahrrads
5.1 Bewegungsgleichungen des Fahrrads ohne Gleichgewichtsregelung
Die Bewegungsgleichungen des Fahrrads ohne Gleichgewichtsregelung sind in verschiedenen Vero¨ffent-
lichungen beschrieben, u.a. [1, 2, 3, 4].
Hier werden die Gleichungen aus [2] herangezogen. Dabei werden folgende Vereinfachungen gemacht:
 Die Gleichungen sind fu¨r kleine Lenkwinkel σ angegeben. Daduch treten keine Winkelfunktionen
in den Gleichungen auf.
 Die Masse des Fahrrads und des Fahrers werden als starr gekoppelt betrachtet und durch eine
einzige Punktmasse m repra¨sentiert.
 Bis auf die Lenkreibung werden keine Reibmomente oder Reibkra¨fte beru¨cksichtigt.
16.05.2012 Seite 6 von 23
Fra¨ger Gleichgewichtsregelung Fahrrad
Eine zentrale Gleichung beschreibt die Linearbewegung des Fahrrads mit der Geschwindigkeit v. Die
Drehmomente des Vorderrads und des Hinterrads MV und des Hinterrads MH beschleunigen die resultie-
rende Massentra¨gheit aus den Massentra¨gheiten Jr der beiden Ra¨der und der Gesamtmasse m von Fahrrad
und Fahrer. Die Bewegungsgleichung der linearen Bewegung lautet:
(2 ⋅J+m ⋅ r2
r
) ⋅ v˙ =MH+MV (1)
Die Seitenneigung des Fahrrads um die Kontaktlinie auf der Fahrbahn ist die zweite zentrale Bewegung
des Fahrrads. Die Bewegungsgro¨ße sind der Neigungswinkel ϕ bzw. die Neigungswinkelgeschwindig-
keit ωϕ . In [2], Gl. (2) ist das Drehmoment auf den gelenkten Teil des Fahrrads aus Vorderrad und Lenker
beschrieben. [2], Gl. (3) beschreibt das Drehment des hinteren Fahrradteils und des Fahrers. Die Neigung
des Fahrrads entsteht aus dem Zusammenwirken der Gewichtskraft m ⋅g sowie der Fliehkraft bei Kurven-
fahrt des Fahrrads. Daher finden sich in der resultierenden Bewegungsgleichung auch der Lenkwinkel σ
bzw. die Lenkwinkelgeschwindigkeit ωσ sowie die Fahrgeschwindigkeit v. In den folgenden Gleichun-
gen wird außer den in [2] beru¨cksichtigen Drehmomenten zusa¨tzlich ein extern wirkendes Drehmoment
Mϕ beru¨cksichtigt.
(Jϕ +JϕL) ⋅ ω˙ϕ = Jrr ⋅v ⋅ωσ + Jrr ⋅L ⋅v2 ⋅σ + h ⋅mL ⋅v2 ⋅σ +h ⋅m ⋅g ⋅ϕ + h ⋅b ⋅mL ⋅v ⋅ωσ +Mn+Mϕ (2)
ϕ˙ =ωϕ (3)
Das Drehmoment Mn setzt sich zum einen aus dem Drehmoment des Vorderrads und zum anderen aus
der Beschleunigung der Gleichgewichtsmassentra¨gheit zusammen:
Mn = −MV ⋅σ +JT ⋅αT (4)
Bei stationa¨rer Kurvenfahrt ergibt sich aus der Gleichung fu¨r die Seiteneigung der Zusammenhang zwi-
schen Lenkwinkel σ und Seitenneigung ϕ . Bei stationa¨rer Fahrt verschwinden alle Ableitungen, d.h.
ω˙ϕ = 0, ωσ = 0, αT = 0 und Mn = 0.
Daraus ergibt sich die stationa¨re Gleichung
0 = + Jr
r ⋅L ⋅v2 ⋅σ + h ⋅mL ⋅v2 ⋅σ +h ⋅m ⋅g ⋅ϕ (5)
( Jr
r ⋅L + h ⋅mL ) ⋅v20 ⋅σ0 = −h ⋅m ⋅g ⋅ϕ0 (6)
Im Gegensatz zu [2] ist hier die Fahrgeschwindigkeit v nicht konstant sondern selber eine zeitvera¨nder-
liche Gro¨ße. Daher ist zur Beschreibung der Bewegungsgleichungen eine Linearisierung um den Ar-
beitspunkt aus Geschwindigkeit v0 und Lenkwinkel σ0 sowie Drehmoment MV0 zweckma¨ßig. Wegen
der vernachla¨ssigten Reibung ist das stationa¨re Drehmoment MV0 = 0, so dass alle Terme mit MV0 ver-
schwinden. Die Linearisierung fu¨hrt auf folgende Bewegungsgleichung:
(Jϕ +JϕL) ⋅ ω˙ϕ = (Jrr + h ⋅b ⋅mL ) ⋅v0 ⋅ωσ+ ( Jr
r ⋅L + h ⋅mL ) ⋅v20 ⋅σ+ 2 ⋅( Jr
r ⋅L + h ⋅mL ) ⋅σ0 ⋅v0 ⋅v+ h ⋅m ⋅g ⋅ϕ −σ0 ⋅MV+JT ⋅αT+Mϕ (7)
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Die Bewegung des Fahrrads fu¨hrt zu Drehmomenten auf den Lenker. Diese Drehmomente wirken u¨ber
die Lenkbewegung zuru¨ck auf die Bewegung des Fahrrads. In [2] ist in Gl. (1) die Bewegung des Len-
kers in Abha¨ngigkeit von der Fahrradbewegung und eines externen Drehmomentes angegeben. Das ex-
terne Drehmoment ML wird durch die Gleichgewichtsregelung vorgegeben. Hier werden noch zusa¨tzlich
das Drehmoment −σ0⋅lr ⋅MH auf die Lenkung durch das Hinterraddrehmoment sowie das Reibmoment
dae ⋅ωσ der Lenkung beru¨cksichtigt.
JL ⋅ω˙sigma =−v0r ⋅Jr ⋅ωϕ −m ⋅g ⋅b ⋅ lL2 ⋅ϕ−m ⋅b ⋅ lL2 ⋅v20 ⋅σ −2 ⋅m ⋅b ⋅ lL2 ⋅v0 ⋅σ0 ⋅v−dae ⋅ωσ − σ0 ⋅ lr ⋅MH+ML (8)
σ˙ =ωσ (9)
Damit sind die Bewegungsgleichungen zur Beschreibung der Eigenbewegungen des Fahrrads komplett.
Sie gelten fu¨r kleine Lenkwinkel σ . Zur Vereinfachung wird ein steifer Aufbau des Fahrrads unterstellt.
Fahrradmasse und Masse des Fahrers werden zu einer Punktmasse zusammengefasst, die starr mit dem
Fahrrad gekoppelt ist.
5.2 Bewegungsgleichungen mit Gleichgewichtsregelung durch
Lenkdrehmoment, Raddrehmomente und Gleichgewichtstra¨gheit
Die Gleichgewichtsregelung soll hier durch 4 Mechanismen arbeiten:
 Lenkdrehmoment ML
 Vorderraddrehmoment MV
 Hinterraddrehmoment MH
 Drehmoment der Gleichgewichtstra¨gheit MT
Die Steuerung der Drehmomente erfolgt durch die Neigungswinkelgeschwindigkeit ωϕ bzw. deren Ab-
leitungen. Dabei wird hier nur die Abweichung vom stationa¨ren Betriebspunkt betrachtet. Der Sollwert
de Neigungswinkelgeschwindigkeit ist daher gleich Null. Die Regelabweichung ist die Neigungswinkel-
geschwindigkeit selber.
Fu¨r die Regelung mu¨ssen die Neigungswinkelgeschwindigkeit ωϕ und deren Ableitungen αϕ bzw. α˙ϕ
gemessen werden. Die Messung erfolgt in der Regel mit einer Zeitverzo¨gerung. Dies wird hier durch eine
Verzo¨gerung mit PT1-Systemen nachgebildet. Am Ausgang der PT1-Systeme stehen dann die Gro¨ßen
ωR, αR und α˙R fu¨r den Regler zur Verfu¨gung. Die Differenzialgleichungen fu¨r die PT1-Systeme mit der
Zeitkonstanten TR lauten:
TR ⋅ ω˙R =ωϕ −ωR (10)
TR ⋅ α˙R = ω˙ϕ −αR (11)
Mit den entsprechenden Versta¨rkungsfaktoren werden aus den Gro¨ßen ωR, αR und α˙R die Drehmomente
gebildet:
MH =KIH ⋅ωR+KPH ⋅αR+KDH ⋅ α˙R (12)
MV =KIV ⋅ωR+KPV ⋅αR+KDV ⋅ α˙R (13)
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ML =KIL ⋅ωR+KPL ⋅αR+KDL ⋅ α˙R (14)
Fu¨r die Gleichgewichtstra¨gheit wird angenommen, dass die Bewegung der Gleichgewichtstra¨gheit nur
bis zu einer oberen Grenzfrequenz fo mit voller Gro¨ße erfolgen kann. Weiter wird vorgesehen, dass
es fu¨r die Gleichgewichtstra¨gheit eine untere Grenzfrequenz fu gibt, so dass die mittlere Drehzahl der
Gleichgewichtsmasse gleich Null ist. Dadurch wird sichergestellt, dass bei stationa¨rer Fahrt die Winkel-
geschwindigkeit ωT und damit der Drehimpuls JT ⋅ωT verschwinden. Negative Einflu¨sse auf das Lenk-
verhalten des Fahrrads werden dadurch minimiert. Dies fu¨hrt auf folgende Differenzialgleichung fu¨r die
Bewegung der Gleichgewichtstra¨gheit:
1
4 ⋅pi2 ⋅ fo ⋅ fu ⋅ α˙T−KDT ⋅ α˙R = −( 12 ⋅pi fo + 12 ⋅pi fu ) ⋅JT ⋅αT−JT ⋅ωT+KIT ⋅ωR+KPT ⋅αR (15)
ω˙T = αT (16)
Die Drehmomente MH und MV lassen sich in die Gleichung fu¨r die Linearbewegung einsetzen. Dies fu¨hrt
auf folgende Differenzialgleichung fu¨r die Linearbewegung:
(2 ⋅J+m ⋅ r2
r
) ⋅ v˙−(KDH+KDV) ⋅ α˙R = (KIH+KIV) ⋅ωR+(KPH+KPV) ⋅αR (17)
Ebenso werden die Drehmomente in der Gleichung fu¨r die Seitenneigung ersetzt. So ergibt sich die
resultierende Differenzialgleichung fu¨r die Seitenneigung:
(Jϕ +JϕL) ⋅ ω˙ϕ +σ0 ⋅KDV ⋅ α˙R = (Jrr + h ⋅b ⋅mL ) ⋅v0 ⋅ωσ+ ( Jr
r ⋅L + h ⋅mL ) ⋅v20 ⋅σ +2 ⋅( Jrr ⋅L + h ⋅mL ) ⋅σ0 ⋅v0 ⋅v+ h ⋅m ⋅g ⋅ϕ −σ0KIV ⋅ωR−σ0KPV ⋅αR+ JT ⋅αT+Mϕ (18)
Die Differenzialgleichung der Lenkbewegung ergibt sich ebenfalls durch Einsetzen der Drehmomente:
JL ⋅ ω˙sigma+(σ0 ⋅ lr ⋅KDH−KDL) ⋅ α˙R = −v0r ⋅Jr ⋅ωϕ − m ⋅g ⋅b ⋅ lL2 ⋅ϕ − m ⋅b ⋅ lL2 ⋅v20 ⋅σ− 2 ⋅ m ⋅b ⋅ l
L2
⋅v0 ⋅σ0 ⋅v−dae ⋅ωσ
+ +(KDL− σ0 ⋅ lr ⋅KDH)+ (KPL− σ0 ⋅ lr ⋅KPH) (19)
In den vorstehenden Gleichungen sind nun die Zustandsgro¨ßen v, σ , ωσ , ϕ , ωϕ , ϕR, ωR, αR, ωT sowie
αT enthalten. Alle Gleichungen sind Differenzialgleichungen erster Ordnung.
Daher lassen sich die Differenzialgleichungen sinnvoll in Matrizenform schreiben:
A1 ⋅ x˙ =A0 ⋅x+u (20)
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Hierin ist der Zustandsvektor x:
x =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
v
σ
ωσ
ϕ
ωϕ
ωR
αR
ωT
αT
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(21)
Der Eingangsvektor u entha¨lt nur das Drehmoment Mϕ um die Kontaktlinie auf der Fahrbahn. Dieses
Drehmoment resultiert z.B. aus den Bewegungen des Fahrers . In Matrizenschreibweise ergibt sich:
u =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
0
0
0
Mϕ
0
0
0
0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=B ⋅Mϕ (22)
Der Ausgangsvektor y entha¨lt die Fahrgeschwindigkeit v, den Lenkwinkel σ und den Neigungswinkel
ϕ:
y = ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
v
σ
ϕ
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =C ⋅x (23)
Die Matrizen A0 und A1 ergeben sich aus den Koeffizienten der Gleichungen (10), (18), (15), (17), (19),
(9), (3), (52) und (11):
A0 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0 1 −1 0 0 0
2( JrL + hmL )v0σ0 ( JrL + hmL )v20 ( Jr + hbmL )v0 hmg 0 −σ0KIV −σ0KPV 0 JT
0 0 0 0 0 KIT KPT −JT JT2pi ( 1fu + 1fo )
0 0 0 0 0 KIH +KIV KPH +KPV 0 0− 2mblσ0v0
L2
− 2mblv20
L2
−dae − 2mgblL − v0Jrr KIL − σ0 lr KIH KPL − σ0 lr KPH 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 −1 0 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(24)
A1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0 0 Tr 0 0 0
0 0 0 0 Jϕ +Jϕw 0 σ0KDV 0 0
0 0 0 0 0 0 −KDT 0 JT4pi2 fu fo
2Jr+mr2
r 0 0 0 0 0 −KDH−KDV 0 0
0 0 JS 0 0 0 σ0lr KDH−KDF 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1 0 Tr 0 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(25)
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Die Matrizen B und C ergeben sich aus den obigen Gleichungen zu
B =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
0
0
0
1
0
0
0
0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(26)
C = ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (27)
Da das Drehmoment Mϕ nicht direkt auf die Winkel wirkt, ist die Durchgangsmatrix D gleich Null:
D = [0] (28)
Zur Untersuchung der Stabilita¨t und der Eigenwerte des Systems sind nur die Matrizen A0 und A1 erfor-
derlich. Der Vektor der Eigenwerte [λi] ergibt sich aus folgender Beziehung:
[λi] = eig(A−11 ⋅A0) (29)
als nichttriviale Lo¨sungen der Gleichung
det(A−11 ⋅A0−λi ⋅E) = 0 (30)
Darin ist E die Einheitsmatrix.
Neben der Stabilta¨t und der Eigenwerte ist die U¨bertragungsfunktion des Systems kennzeichnend fu¨r
das Verhalten des Fahrrads. Die U¨bertragungsfunktion ist das Verha¨ltnis der Ausgangsgro¨ßen y zur Ein-
gangsgro¨ße Mϕ . Da hier die Ausgangsgro¨ßen einen Vektor darstellen, ist auch die U¨bertragungsfunktion
ein Vektor:
F(s) = y
Mϕ
mit s = j ⋅ω = j ⋅2 ⋅pi ⋅ f (31)
Mit den Matrizen der Zustandsraumdarstellung la¨sst sich die U¨bertragungsfunktion nach folgender Glei-
chung errechnen:
F(s) =C ⋅(s ⋅E−A)−1 ⋅B (32)
Hierin ist E die Einheitsmatrix
E = [1] (33)
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Abbildung 3: Wurzelortskurve/ Eigenwerte Fahrrad ohne Regelung, Geradeausfahrt
und A berechnet sich nach folgender Beziehung:
A =A−11 ⋅A0 (34)
Damit ergibt sich schließlich die U¨bertragungsfunktion zu
F(s) =C ⋅(s ⋅E−A−11 ⋅A0)−1 ⋅B (35)
Damit stehen die Gleichungen zur Berechnung des Stabilita¨tsverhaltens und der Eigenwerte sowie der
U¨bertragungsfunktion fu¨r das Fahrrad mit Gleichgewichtsregelung zur Verfu¨gung.
6 Eigenwerte des ungeregelten Fahrrads
Im ersten Schritt wird das Gleichgewichtsverhalten des Fahrrades ohne zusa¨tzliche Regelung untersucht.
Dies bedeutet, dass die Reglerkoeffizienten Kxy alle gleich Null sind:
Kxy = 0 fu¨r alle Kxy (36)
Das dynamische Verhalten des Fahrrads wird nun nur durch die Geometrie des Fahrrads, die Reibung der
Lenkung, die als Punktmasse angenommene Gesamtmasse aus Fahrrad und Fahrer und die Tra¨gheitsmo-
mente bestimmt. Der stationa¨re Fahrzustand wird durch die Geschwindigkeit v0, den Lenkwinkel σ0 und
den Neigungswinkel ϕ0 gekennzeichnet.
Ohne Reibung in der Lenkung ha¨tte das System keine Da¨mpfung und die Rechnung wu¨rde keinen stabi-
len Betrieb ergeben, d.h. es wu¨rden immer Eigenwerte mit positivem Realteil berechnet.
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Abbildung 4: Wurzelortskurve/ Eigenwerte Fahrrad ohne Regelung, Kurvenfahrt mit einem Lenkwinkel
σ0 = 5○
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Abbildung 5: Wurzelortskurve/ Eigenwerte Fahrrad ohne Regelung, Kurvenfahrt mit einem Lenkwinkel
σ0 = 10○
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Reale Fahrra¨der fahren aber in einem Geschwindigkeitsbereich ab etwa Schrittgeschwindigkeit bis zu
mehr als 30 kmh stabil. In diesem Geschwindigkeitsbereich bleibt das Fahrrad ohne a¨ußere Eingriffe im
Gleichgewicht. Seitenneigungen fu¨hren aufgrund des Nachlaufs des Vorderrads zu Lenkwinkeln, die der
Seitenneigung des Fahrrads entgegenwirken und so das Gleichgewicht wieder herstellen.
Zur Beurteilung der Stabilita¨t werden die Eigenwerte der Systemmatrix bestimmt. Die Eigenwerte wer-
den in der Komplexen Ebene fu¨r den Geschwindigkeitsbereich v0 = 0 . . .43 kmh dargestellt. Grenzstabiles
Verhalten liegt vor, wenn kein Eigenwert einen positiven Realteil hat. Das bedeutet, dass das Fahrrad
nicht weiter kippt bzw. dass Schwingungen nicht weiter aufklingen.
Bild 3 zeigt die Wurzelortskurve fu¨r Geradeausfahrt. Die grenzstabilen Punkte sind gru¨n gekennzeichnet.
U¨ber einen weiten Geschwindigkeitsbereich von etwa v0 = 7 . . .37 kmh fa¨hrt das Fahrrad stabil (gru¨ner Teil
der Kurve in Bild 3).
Bei kleinen Geschwindigkeiten unter v0 = 7 kmh ist jedoch ohne Eingriff keine Fahrt mit Gleichgewicht
mo¨glich. Die Gleichgewichtsregelung muss also gerade diesen Bereich kleiner Geschwindigkeiten sta-
bilisieren.
Bei Kurvenfahrt a¨ndert sich der Stabilita¨tsbereich praktisch nicht. Die Bilder 4 und 5 zeigen die Kurven-
fahrt bei einem Lenkwinkel von σ0 = 5○ bzw. σ0 = 10○ Die Kurven sind praktisch identisch zur Gerade-
ausfahrt.
7 Eigenwerte mit Gleichgewichtsregelung
In den folgenden Abschnitten wird das Stabilita¨tsverhalten mit Gleichgewichtsregelung durch die Stell-
gro¨ßen
 Lenkerdrehmoment ML
 Hinterraddrehmoment MH
 Vorderraddrehmoment MV
 Drehmoment Gleichgewichtstra¨gheit MT
untersucht.
Die Gleichgewichtsregelung soll dabei mobilita¨tseingeschra¨nkte Personen beim Fahrradfahren unterstu¨tzen.
Daher ist besonders wichtig eine gute Gleichgewichtsregelung im Bereich kleiner Geschwindigkeiten.
Nur wenn der Bereich kleiner Geschwindigkeiten wirkungsvoll unterstu¨tzt wird, erleichtert die Regelung
diesem Personenkreis die Nutzung des Fahrrads. Zum Einen muss beim Anfahren immer der Bereich
kleiner Geschwindigkeiten durchfahren werden, zum Anderen neigen Personen mit Einschra¨nkungen
der Mobilita¨t zum langsamen Fahren, so dass eine kontinuierliche Unterstu¨tzung durch die Gleichge-
wichtsregelung erforderlich ist.
Fu¨r ein komfortables Fahren ist daru¨ber hinaus eine hohe Da¨mpfung der Eigenbewegungen anzustreben.
Das gilt ganz besonders fu¨r Eigenbewegungen, die zu U¨belkeit fu¨hren ko¨nnen. Daher mu¨ssen Eigenbe-
wegungen mit Frequenzen von f ≈ 0,1 . . .0,3 Hz mo¨glichst vermieden werden oder eine hohe Da¨mpfung
haben [10, 11, 12, 13, 14, 15].
Andere kritische Frequenzen ergeben sich aus Zitterbewegungen der Ha¨nde und der Arme des Fah-
rers (Tremor). Die Regelung soll bei Anregung durch Zitterbewegungen diese Bewegungen nicht noch
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Abbildung 6: Wurzelortskurve/ Eigenwerte Fahrrad mit Regelung durch das Lenkerdrehmoment
versta¨rken. Hier ist besonders auf den niederfrequenten, grobscha¨gigen Tremor und den mittelfrquenten
Tremor zu achten. Daher ist im Bereich f ≈ 1 . . .10 Hz ebenfalls eine hohe Da¨mpfung anzustreben.
Die dritte kritische Anregung entsteht aus der Tretbewegung des Fahrers. Durch die Tretbewegung wird
das Fahrrad ohnehin in eine seitliche Schwingung versetzt. Die Regelung muss hier stark da¨mpfen, damit
diese seitliche Bewegung nicht versta¨rkt wird. Beim Radfahren werden bis zu 90 Tretbewegungen je min
erreicht. Dies entspricht einer Frequenz von f = 0 . . .0,75 Hz.
In Summe muss also insbesondere im Frequenzbereich f = 0 . . .10 Hz eine hohe Da¨mpfung des Gesamt-
systems vorhanden sein. Dies gilt ganz besonders im Bereich kleiner Fahrgeschwindigkeiten.
Bei der Gleichgewichtsregelung wird immer versucht, die Kontaktlinie von Vorderrad und Hinterrad auf
der Fahrbahn unter den Schwerpunkt zu bekommen, so dass kein resultierendes Drehmoment um die
Kontaktlinie auftritt, das das Fahrrad zur Seite kippen ko¨nnte.
7.1 Gleichgewichtsregelung mit Lenkerdrehmoment
Die Gleichgewichtsregelung u¨ber die Lenkbewegung ist die naheliegendste Art der Regelung, da sie auch
der normalen Gleichgewichtsregelung durch den Fahrer entspricht. Die Stellgro¨ße ist hier das Lenkdreh-
moment.
Durch das Lenkdrehmoment wird der Lenker so verstellt, dass dem Kippen des Fahrrads entgegengewirkt
wird. Kippt etwa das Fahrrad nach rechts in Fahrtrichtung gesehen, so fu¨hrt eine Lenkbewegung nach
rechts dazu, dass sich die Kontaktlinie des Fahrrads auf der Fahrbahn wieder unter den Schwerpunkt
wandert und so das Fahrrad wieder im Gleichgewicht gehalten werden kann.
Das Lenkdrehmoment wird mit den Versta¨rkungsfaktoren aus der gemessenen Neigungsgeschwindigkeit
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Abbildung 7: Wurzelortskurve/ Eigenwerte Fahrrad mit Regelung durch das Hinterraddrehmoment
des Fahrrads und deren Ableitungen gebildet:
ML =KIL ⋅ωR+KPL ⋅αR+KDL ⋅ α˙R (37)
Bild 6 zeigt einen stabilen Bereich der Wurzelortskurve von v0 = 0,36 . . .43 kmh (gru¨ner Bereich der Kur-
ve). D.h. fast ab Stillstand wird durch das Lenkdrehmoment das Fahrrad im Gleichgewicht gehalten.
Die hier gewa¨hlten Versta¨rkungen sind
KIL = −1000Nm ⋅ srad (38)
KPL = −100Nm ⋅ s2rad (39)
KDL = −0,05Nm ⋅ s3rad (40)
Die Eigenwerte sind bei diesen Versta¨rkungen alle rein reell, d.h. es gibt nur aperiodische Eigenbewe-
gungen.
Somit sind die Forderungen nach einer komfortablen Gleichgewichtsregelung ohne Eigenschwingungen
bestmo¨glich erfu¨llt. Allerdings ist ein separater Antrieb fu¨r das Lenkdrehmoment erforderlich und der
Fahrer spu¨rt den Eingriff der Gleichgewichtsregelung an den Ha¨nden.
7.2 Gleichgewichtsregelung mit Hinterraddrehmoment
Zur Unterstu¨tzung des Fahrers ist ein Antrieb der Ra¨der durch einen Elektromotor vorgesehen. So zeigt
Bild 1 ein Fahrrad mit Elektromotor. Es liegt damit nahe, den Antrieb des Hinterrads nicht nur zur
Unterstu¨tzung des Fahrers bei der Fahrt sondern auch bei der Gleichgewichtsregelung einzusetzen.
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Mit dem Antrieb des Hinterrads kann auf das Gleichgewicht nur Einfluss genommen werden, wenn der
Lenkwinkel ungleich Null ist σ ≠ 0. Dann kann mit der Stellgro¨ße Hinterraddrehmoment das Fahrrad so
beschleunigt werden, dass die Kontaktlinie auf der Fahrbahn unter den Schwerpunkt wandert.
Neigt sich das Fahrrad z.B. nach links und ist der Lenker nach links eingeschlagen, so fu¨hrt eine zusa¨tzli-
che Beschleunigung dazu, dass das Fahrrad wieder ins Gleichgewicht kommt. Gleichzeitig wird mit dem
Hinterraddrehmoment durch den Nachlauf des Vorderrads ein Lenkdrehmoment erzeugt.
Das Hinterraddrehmoment zur Gleichgewichtsstabilisierung wird mit den Versta¨rkungsfaktoren aus der
gemessenen Seitenneigungsgeschwindigkeit und deren Ableitungen ermittelt:
MH =KIH ⋅ωR+KPH ⋅αR+KDH ⋅ α˙R (41)
Bild 7 zeigt die Wurzelortskurve in Abha¨ngigkeit von der Geschwindigkeit fu¨r folgende Versta¨rkungen:
KIH = 2000Nm ⋅ srad (42)
KPH = 20Nm ⋅ s2rad (43)
Der Lenkwinkel ist in diesem Fall σ0 = 20○.
Der stabile Bereich (gru¨ner Bereich in Bild 7) reicht von v0 = 1 . . .43 kmh .
Das geregelte Fahrrad hat gegenu¨ber dem ungeregelten Fahrrad einen deutlich erweiterten stabilen Ge-
schwindigkeitsbereich. Fu¨r den betrachteten Personenkreis ist besonders die Erweiterung bei kleinen
Geschwindigkeiten bis hinunter zu v0 = 1 kmh wichtig.
Im stabilen Bereich treten konjugiert komplexe Eigenwerte λ i = σ ± j ⋅ω auf, so dass das Fahrrad schwin-
gungsfa¨hig ist. Die Da¨mpfung berechnet sich zu
D = −σ
ω0
= σ√
σ2+ω2 = Re(λ i)√Re(λ i)2+ Im(λ i)2 (44)
und ist im vorliegenden Fall
D ≈ 0,3 (45)
Damit weist das Fahrrad mit Gleichgewichtsregelung durch das Hinterraddrehmoment deutliche Eigen-
schwingungen bei der Gleichgewichtsregelung auf. Die Eigenfrequenzen variieren geschwindigkeits-
abha¨ngig:
f0 = 12 ⋅pi ⋅√σ2+ω2 = 12 ⋅pi ⋅√Re(λ i)2+ Im(λ i)2 = 5 . . .10 Hz (46)
und liegen damit außerhalb des besonders kritischen Bereichs.
Gegenu¨ber dem ungeregelten Fahrrad ist jedoch eine deutliche Verbesserung der Da¨mpfung und des
Geschwindigkeitsbereichs festzustellen.
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Abbildung 8: Wurzelortskurve/ Eigenwerte Fahrrad mit Regelung durch das Vorderraddrehmoment
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Abbildung 9: Wurzelortskurve/ Eigenwerte Fahrrad mit Regelung durch das Vorderraddrehmoment
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7.3 Gleichgewichtsregelung mit Vorderraddrehmoment
Zur Unterstu¨tzung des Fahrers ist ein Elektroantrieb vorgesehen. Dieser Antrieb kann nicht nur wie in
Bild 1 zu sehen das Hinterrad antrieben, alternativ ist auch der Einbau eines Antriebs in das Vorderrad
mo¨glich.
Der Vorderradantrieb kann prinzipiell auch zur Gleichgewichtsregelung eingesetzt werden. Allerdings
kann nur bei einem Lenkwinkel ungleich Null σ ≠ 0 ein Einfluss auf die Neigung des Fahrrads genom-
men werden.
Ein Drehmoment am Vorderrad kann dann so wirken, dass die Kontaktlinie auf der Fahrbahn wieder
unter den Schwerpunkt geschoben wird.
Neigt sich das Fahrrad z.B. nach rechts und ist der Lenker nach rechts eingeschlagen, so fu¨hrt eine
zusa¨tzliche Beschleunigung dazu, dass das Fahrrad wieder ins Gleichgewicht kommt. Gleichzeitig wird
mit dem Vorderraddrehmoment direkt ein Drehmoment auf das Fahrrad erzeugt, das das Fahrrad in die
Gleichgewichtslage aufrichten kann.
Das Vorderraddrehmoment
MV =KIV ⋅ωR+KPV ⋅αR+KDV ⋅ α˙R (47)
zur Gleichgewichtsstabilisierung wird mit den Versta¨rkungsfaktoren aus der gemessenen Seitenneigung
gebildet.
Bild 8 zeigt den Verlauf der Eigenwerte in Abha¨ngigkeit von der Geschwindigkeit fu¨r folgende Versta¨rkun-
gen:
KDV = 0,1Nm ⋅ s3rad (48)
Der Lenkwinkel ist in diesem Fall mit σ0 = 45○ sehr groß.
Der stabile Bereich (gru¨ner Bereich in Bild 7) reicht von v0 = 6,5 . . .43 kmh , d.h. mit dieser Reglereinstel-
lung wird nur der Bereich großer Geschwindigkeiten erweitert.
Fu¨r das Gleichgewicht bei kleinen Geschwindigkeiten bringt diese Einstellung keine Vorteile.
Die Wurzelortskurve fu¨r die Versta¨rkungen
KPV = 5,2Nm ⋅ s2rad (49)
KDV = 0,1Nm ⋅ s3rad (50)
zeigt Bild 9. Mit dieser Reglereinstellung wird der stabile Bereich zu kleinen Geschwindigkeiten ab
v0 = 5,5 . . .19 kmh erweitert.
Allerdings ist die Mindestgeschwindigkeit immer noch relativ hoch und die Da¨mpfung der Eigenwerte
ist gering.
Insgesamt ist die Gleichgewichtsregelung u¨ber das Vorderraddrehmoment nicht erfolgversprechend.
Gegenu¨ber dem ungeregelten Fahrrad ist nur eine kleine Verbesserung des Geschwindigkeitsbereichs
festzustellen. Die Da¨mpfung der Eigenwerte ist gering.
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Abbildung 10: Wurzelortskurve/ Eigenwerte Fahrrad mit Regelung durch das Drehmoment der Gleich-
gewichtstra¨gheit
7.4 Gleichgewichtsregelung mit Drehmoment Gleichgewichtstra¨gheit
In diesem Abschnitt wird untersucht, wie durch eine Zusatzmassentra¨gheit das Gleichgewichtsverhalten
des Fahrrads stabilisiert werden kann.
Dazu wird eine Massentra¨gheit mit der Drehachse in Fahrtrichtung des Fahrrads montiert. Der Antrieb
der Massentra¨gheit erfolgt mit einem Elektromotor.
Wird die Massentra¨gheit durch den Motor beschleunigt oder verzo¨gert fu¨hrt dies zu einem Reaktions-
moment auf das Fahrrad. Dieses Reaktionsmoment kann einer Seitenbewegung des Fahrrads entgegen-
wirken.
Der Drehimpuls der Massentra¨gheit wu¨rde sich in Kuvenfahren negativ bemerkbar machen, so dass die
mittlere Drehzahl der Massentra¨gheit Null sein muss. Dies wird dadurch erreicht, dass dem Antrieb
und der Massentra¨gheit Hochpassverhalten verliehen wird. D.h. bei konstantem Eingangssignal geht die
Drehzahl der Massentra¨gheit wieder auf Null zuru¨ck.
Dieses Verhalten wird durch folgende Differenzialgleilchung fu¨r die Winkelbeschleunigung und Winkel-
geschwindigkeit der Gleichgewichtsmasse ausgedru¨ckt:
1
4 ⋅pi2 ⋅ fo ⋅ fu ⋅ α˙T−KDT ⋅ α˙R = −( 12 ⋅pi fo + 12 ⋅pi fu ) ⋅JT ⋅αT−JT ⋅ωT+KIT ⋅ωR+KPT ⋅αR (51)
ω˙T = αT (52)
Bild 10 zeigt das Gleichgewichtsverhalten fu¨r die Versta¨rkungen
KIT = −0,0001kg ⋅m2 (53)
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KPT = −100kg ⋅m2 ⋅ s (54)
KDT = −0,00001kg ⋅m2 ⋅ s2 (55)
Der stabile Bereich (gru¨ner Bereich in Bild 10 reicht nun von v0 = 5,5 . . .43 kmh . Im stabilen Bereich
treten bei ho¨heren Geschwindigkeiten konjugiert komplexe Eigenwerte λ i auf. Deren Da¨mpfung nimmt
mit zunehmender Geschwindigkeit ab.
Die Mindestgeschwindigkeit ist immer noch relativ hoch und die Da¨mpfung der Eigenwerte ist u¨ber
weite Geschwindigkeitsbereiche gering.
Insgesamt ist die Gleichgewichtsregelung u¨ber die Massentra¨gheit nicht erfolgversprechend. Eine Ursa-
che ist das erforderliche Hochpassverhalten, dass eine Stabilisierung erschwert.
Gegenu¨ber dem ungeregelten Fahrrad ist nur eine kleine Verbesserung des Geschwindigkeitsbereichs
festzustellen. Die Da¨mpfung der Eigenwerte ist gering.
8 Zusammenfassung
Anhand der Eigenwerte wurde das Stabilita¨tsverhalten der Gleichgewichtsregelung von Fahrra¨dern un-
tersucht. Dabei wurde besonders auf die Anforderungen zur Unterstu¨tzung mobilita¨tseingeschra¨nkter
geachtet.
Fu¨r die Modellierung wurde das System gegenu¨ber der Realita¨t vereinfacht: So wird das Fahrrad insge-
samt als starr angenommen. Die Massen von Fahrer und Fahrrad werden in einer Punktmasse konzentriert
angenommen.
Die Simulationen zeigen, dass die wirkungsvollste Gleichgewichtsregelung mit einem Drehmoment am
Lenker erreicht wird. Mit dem Lenkdrehmoment la¨sst sich das Gleichgewicht so stabilisieren, dass u¨ber
einen weiten Geschwindigkeitsbereich nur relle Eigenwerte mit aperiodischem Verhalten auftreten. Der
stabile Bereich la¨sst sich bis zu sehr kleinen Geschwindigkeiten ausweiten.
Eine weitere attraktive Regelung erfolgt mit dem Antriebsdrehmoment des Hinterrads. Der Hinterradan-
trieb ist ohnehin zur Unterstu¨tzung des betrachteten Personenkreises erforderlich, so dass die Gleichge-
wichtsregelung besonders kostengu¨nstig realisiert werden kann. Es zeigen sich deutliche Verbesserungen
gegenu¨ber dem ungeregelten Fahrrad, jedoch sind die Ergebnisse deutlich schlechter als bei der Regelung
mit dem Lenkdrehmoment.
Die beiden anderen untersuchten Verfahren der Gleichgewichtsregelung u¨ber das Vorderraddrehmoment
oder u¨ber eine zusa¨tzliche Massentra¨gheit zeigten keine u¨berzeugenden Ergebnisse.
Auf Basis dieser Ergebnisse soll das Modell verfeinert und die Regelung optimiert werden. So ist ge-
plant, das Modell des Fahrrads und des Fahrers um Elastizita¨ten zu erweitern und die Massen auf mehrere
Schwerpunkte zu verteilen. Die Nichtlinearita¨ten sollen beachtet werden. Die Regelung soll als Zustands-
regelung aufgebaut werden, wobei das nichtlineare Verhalten beru¨cksichtigt wird.
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Tabelle 1: Formelzeichen und Beispielwerte
Zeichen Bedeutung Beispielwert
L Radstand 1,1 m
l Nachlauf 0,1 m
h Ho¨he des Schwerpunkts u¨ber der Fahrbahn 0,95 m
b Abstand des Schwerpunkts zum Hinterrad 0,25 m
r Radius Vorder- und Hinterrad 0,35 m
m Gesamtmasse 90 kg
Jr Massentra¨gheit Vorder- und Hinterrad 0,095 kgm2
Jϕ Massentra¨gheit des restlichen Teils des Fahrrads und des Fahrers um die Kontaktlinie
der Reifen auf der Fahrbahn
10 kgm2
JL Massentra¨gheit von Lenker und Vorderrad um die Lenkachse 0,079 kgm
2
JϕL Massentra¨gheit des Lenkers und des Vorderrads um die Kontaktlinie der Reifen auf der
Fahrbahn
0,84 kgm2
JT Massentra¨gheit der Gleichgewichtstra¨gheit 0,1 kgm
2
g Erdbeschleunigung 9,81 ms2
dae Reibkoeffizient Lenkung 0,8 Nmsrad
v Geschwindigkeit des Fahrrads
σ Lenkwinkel
ωσ Lenkwinkelgeschwindigkeit
ϕ Neigungswinkel
ωϕ Neigungswinkelgeschwindigkeit
ωT Winkelgeschwindigkeit der Gleichgewichtstra¨gheit
αT Winkelbeschleunigung der Gleichgewichtstra¨gheit
ϕR Messwert Neigungswinkel
ωR Messwert Neigungswinkelgeschwindigkeit
αR Messwert Neigungswinkelbeschleunigung
fo obere Grenzfrequenz Gleichgewichtstra¨gheit 200 Hz
fu untere Grenzfrequenz Gleichgewichtsmasse 0,02 Hz
TR Zeitkonstante der Messung der Seitenneigung 2 ms
KIT Integralversta¨rkung Drehmoment Gleichgewichtsmasse
KPT Proportionalversta¨rkung Drehmoment Gleichgewichtsmasse
KDT Differentialversta¨rkung Drehmoment Gleichgewichtsmasse
KIH Integralversta¨rkung Hinterraddrehmoment
KPH Proportionalversta¨rkung Hinterraddrehmoment
KDH Differentialversta¨rkung Hinterraddrehmoment
KIV Proportionalversta¨rkung Vorderraddrehmoment
KPV Proportionalversta¨rkung Vorderraddrehmoment
KDV Differentialversta¨rkung Vorderraddrehmoment
KIL Integralversta¨rkung Lenkdrehmoment
KPL Proportionalversta¨rkung Lenkdrehmoment
KDL DifferenzialVersta¨rkung Lenkdrehmoment
MH Hinterraddrehmoment
MV Vorderraddrehmoment
ML Lenkdrehmoment
MT Drehmoment Gleichgewichtstra¨gheit
Mϕ externes Drehmoment um Kontaktlinie der Ra¨der auf der Fahrbahn
v0 Arbeitspunkt Fahrgeschwindigkeit 0 . . .12 ms = 0 . . .43 kmh
σ0 Arbeitspunkt Lenkwinkel 0 / 10 / 20 / 45 ○
MV0 Arbeitspunkt Vorderraddrehmoment MV0 = 0
λ i komplexer Eigenwert
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